Relativistic top in the Ostrohrads'kyj dynamics by Matsyuk, Roman
ar
X
iv
:1
51
1.
00
59
3v
1 
 [g
r-q
c] 
 21
 O
ct 
20
15
90 Фiзичний збiрник НТШ т.8 2011 p.
РЕЛЯТИВIСЬКА ДЗИҐА В ДИНАМIЦI
ОСТРОГРАДСЬКОГО
Роман МАЦЮК
Iнститут прикладних проблем механiки i математики
НАН України,
вул. Наукова, 3 б , Львiв 79000
Редакцiя отримала статтю 20 грудня 2010 р.
Отримуємо варiяцiйнi рiвняння четвертого порядку для опису
вiльної релятивiської дзиґи, виходячи з рiвнянь Дiксона для реляти-
вiської дипольної частки. Отриманим рiвнянням надаємо однорiдну
просторово–часову гамiльтонiвську форму.
1. ВСТУП.
Зацiкавлення таким способом опису руху буцiм–класичної частки, який
приводить до рiвнянь з вищими похiдними на основi засобiв механiки
Остроградського, виникло десь бiля 70-ти рокiв тому i з тих пiр не вщу-
хає [1–7]. Останньо вiдновилася увага до моделей, в основi яких лежать по-
няття першої та вищих кривин Френе свiтової нитi частки (гляди [8–13]).
Побiльшости, розгляд зачинається вiд a priori поданого ляґранжiяну з
вищими похiдними, а тодi намагаються отриману динамiчну систему iн-
терпретувати як таку, що описує рух частки, надiленої буцiм-класичним
спiном (по-иньшому мовити б – як дзиґу). При цiм трапляються технi-
чнi непорозумiння двох видiв. По-перше, вiд самого початку накладають
декотрi неголономнi в’язi. Цi в’язi вибираються таким чином, щоб напе-
ред забезпечити умову, згiдно з якою ляґранжiян записується в системi
координат рухомого репера [14]. Але ж, як вказано в працi [15], неголо-
номнi в’язi вимагають делiкатнiшого пiдходу. Зокрема, зв’язана система
втрачає властивiсть варiяцiйности. По-друге, вiдоме i звабливе припуще-
ння про унiтарнiсть вектора чотиривимiрної швидкостi часом вносять за-
пiзно – уже пiсля того, як варiяцiйна процедура з певним незв’язаним,
але й параметрично-неiнварiянтним варiяцiйним завданням вже зостала
переведена (пор. [16]). Такий пiдхiд зазнавав справедливої критики з боку
рiжних авторiв (гляди [17, стор. 149], або [18]). З иньшого боку, для опису
релятивiської дзиґи служать давно встановленi рiвняння третього порядку
Матiсона [19], рiвняння другого порядку Матiсона–Папапетру [20], i систе-
ма рiвняннь першого порядку Дiксона [21]. I ось, у 1945му роцi, у зв’язку з
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працею Матiсона [19], Вайсенхоф з Рабе ствердили таку думку:
”
Рiвняння
руху матерiяльної частки, надiленої спiном, не збiгаються з нютонiвськи-
ми законами руху навiть для вiльної частки в ґалiлеєвськiй областi; оста-
ється додатковий член, залежний вiд нутрiшнього моменту, або ж спiну
частки, який пiдвищує порядок цього диференцiйного рiвняння до третьо-
го.“ 1 До наведеної думки можемо додати, що процедура повного усунення
спiнових змiнних пiдвищує порядок диференцiйного рiвняння для свiтової
нитi частки до цифри чотири. В наступному вiддiлi покажемо, як оце ди-
ференцiйне рiвняння четвертого порядку випливає з процедури усунення
змiнних спiну iз системи рiвнянь Дiксона в пласко´му просторi i запропо-
нуємо вираз для функцiї Ляґранжа, при якiй параметрично-iнварiянтне
варiяцiйне завдання видасть свiтовi лiнiї частки з нутрiшнiм моментом
без будь-яких в’язей, що накладалися-б перед переведенням варiяцiйної
процедури. В’язь постiйности кривини Френе повинна накладатися пiсля
переведення варiяцiї, i саме тому називаємо запропоновану нами функцiю
Ляґранжа покриваючим ляґранжiяном. Опiсля збудуємо систему узагаль-
нених гамiльтонiвських рiвнянь, що вiдповiдатимуть цьому ляґранжiяновi.
2. ПIДВИЩЕННЯ ПОРЯДКУ I СКОРОЧЕННЯ КIЛЬКОСТI
ЗМIННИХ.
2.1. РiвнянняМатiсона–Папапетру–Дiксона з умовоюМатiсона–
Пiранi: перше пiдвищення порядку.
Аби почати з найнижчого диференцiйного порядку рiвнянь, згадаймо рiв-
няння Дiксона для буцiм-класичної частки зi спiном, взагалi кажучи, у
ґравiтацiйному полi,


DPα
dτ
= −
1
2
Rαβ
ρν x˙βSρν
DSαβ
dτ
= Pαx˙β − Pβ x˙α ,
(1)
записанi з допомогою поняття коварiянтного упохiднення Ddτ вздовж свi-
тової нитi з довiльним в´iдмiром мiркою τ . В загальнiй теорiї вiдносно-
сти цi рiвняння мають виконуватися уздовж свiтової нитi буцiм-класичної
частки, надiленої нутрiшнiм моментом кiлькости руху (т. зв.
”
спiном“ )
Sαβ + Sβα = 0 , вiдповiдальним за її дипольну структуру.
З-помiж кiлькох додаткових умов, якi додаються до системи рiвнянь (1)
аби усунути її недоозначенiсть (гляди [22]), ми зупинимось на умовi, обра-
нiй Матiсоном [19]
x˙ρSρα = 0. (2)
1“The equations of motion of a material particle endowed with spin do not coincide with
the Newtonian laws of motion even for a free particle in Galileian domains; there remains an
additional term depending on the internal angular momentum or spin of the particle which
raised the order of these differential equations to three.” (Праця [2] доповiдалася на засi-
даннi Кракiвського вiддiлення Польського фiзичного товариства 28 лютня 1945 року.)
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За цiєї умови величина m = P·u
‖u‖
, де u = x˙ , є iнтеґралом руху рiвно ж як
i величина скаляру нутрiшнього моменту σ2 = σασα = SαβSαβ , де
σα =
√
|g|
2‖u‖
εαβρνu
βSρν . (3)
Умова Матiсона дозволяє розв’язати спiввiдношення (3) щодо тензора
спiну:
Sαβ =
√
|g|
‖u‖
εαβρνu
ρσν , (4)
i тепер сама вона набирає вигляду
σ · u = σαu
α = 0 . (5)
Попереднiм дослiдженням [23] встановлено, що система рiвнянь(1), обме-
жена умовою(2), є рiвнозначною з такою системою:
εαβρν u¨
βuρσν − 3
u˙ · u
u2
εαβρν u˙
βuρσν +
m√
|g|
[
(u˙ · u) uα − u
2u˙α
]
=
u2
2
Rαβ
κµεκµρνu
βuρσν (6)
u2σ˙ + (σ · u˙) u = 0 (7)
σ · u = 0 , (8)
де
”
поступальна частина“ (6) тепер вже мiстить третю похiдну вiд коор-
динати частки.
Система рiвнянь (6, 7) є нев´iдмiрною (в´iдмiрно–байдужою), сирiч iнва-
рiянтною щодо будь-яких перетворень незалежної змiнної τ , яка служить
мiркою уздовж свiтової нитi частки.
Вiдновлення системи рiвнянь(1, 2) досягається впровадженням змiн-
ної P взором
Pα =
m
‖u‖
uα +
√
|g|
‖u‖3
εβρναu˙
βuρσν , (9)
якого можна записати, використовуючи позначку двоїстого тензора, так:
P =
m
‖u‖
u+
1
‖u‖3
∗ u˙ ∧ u ∧ σ . (10)
Квадрат скалярної величини вектора кiлькости руху P гарно виража-
ється через поняття першої кривини Френе свiтової нитi частки,
k =
‖u˙ ∧ u‖
‖u‖3
, (11)
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ось яким чином:
P2
def
= P · P = m2 +
1
‖u‖6
( ∗ u˙ ∧ u ∧ σ)2 = ( u˙ ∧ u ∧ σ · u˙ ∧ u ∧ σ )
= m2 +
σ2
‖u‖6
[
(u˙ · u)2 − u˙2u2
]
+
(σ · u˙)2 u2
‖u‖6
+
(σ · u)2 u˙2
‖u‖6
− 2
(u˙ · u)(σ · u)(σ · u˙)
‖u‖6
= m2 − σ2k2 +
1
‖u‖6
[(σ · u˙)u− (σ · u) u˙] 2 . (12)
2.2. Рiвняння четвертого порядку для вiльної релятивiської дзи-
ґи.
Надалi кладемо Rαβµν = 0 . В пласко´му просторi чотири-вектор спiну σ є
постiйним. Це можна угледiти, наприклад, стявши рiвняння (6) з вектором
σα i опiсля зиркнувши на рiвняння (7).
Пробуватимемо далi усувати величини σν зi системи рiвнянь (6, 5).
Щоби спростити пiдрахунки, варто обрати мiркою уздовж свiтової нитi
частки, як звичайно, натуральну мiрку s так, що x˙s · x˙s = 1 . Негай-
но отримуємо, використовуючи поняття двоїстого тензора, ось яку форму
рiвняння (6)
∗ (u¨s ∧ us ∧ σ) +mu˙s = 0 . (13)
Це рiвняння має перший iнтеґрал – квадрат першої кривини Френе свiтової
нитi
k2 = us · us . (14)
Виходячи зi взору (12), негайно бачимо, що i квадрат скалярної величини
вектора кiлькости руху P2 є сталим на розв’язках системи рiвнянь (13,
8) в нашому пласко´му просторi.
Тепер згорнiмо векторне рiвняння (13) з тензором ∗(us ∧ σ) , пам’ята-
ючи про умову (8). Пiсля певних алґебричних манiпуляцiй отримаємо
σ2(u¨s + k
2us) = −m ∗ (u˙s ∧ us ∧ σ) .
Оце упохiднюючи i опiсля пiдставляючи праву частину з рiвняння (13),
остаточно отримуємо рiвняння
...
us +
(
k2 −
m2
σ2
)
u˙s = 0 . (15)
Коли ж тепер запровадимо позначку ω2 = −P
2
σ2
, де ω несе фiзичне
навантаження поняттям частоти осциляцiй, отримаємо бажане рiвняння
четвертого порядку для свiтової нитi вiльної релятивiської дзиґи:
...
us + ω
2u˙s = 0 . (16)
Рiвняння (16) розглядалося в працях [16] i [24] як рiвняння, яке описує
тремтiння буцiм-класичної частки.
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3. КАНОНIЧНИЙФОРМАЛIЗМДЛЯ РЕЛЯТИВIСЬКОЇ ЧА-
СТКИ В МЕХАНIЦI ОСТРОГРАДСЬКОГО ДРУГОГО ПО-
РЯДКУ.
3.1. Однорiдний гамiльтонiв формалiзм.
Тут розвиваємо механiзм Ґрасера–Рунда–Вайсенгофа [5,17,25] однорiдно-
го гамiльтонiвського подання механiки Остроградського з похiдними дру-
гого порядку у виразi функцiї Ляґранжа для релятивiського параметрично-
iнварiянтного варiяцiйного завдання. Цей механiзм найкраще надається
для потреб релятивiської механiки, а також, взагалi кажучи, є особливо
зручним у всiх тих випадках, коли самими рамками моделi передбачає-
ться iнварiянтнiсть щодо деякої групи перетворень, яка перемiшує рiвно-
правним чином залежнi змiннi з незалежними, як це й вiдбувається пiд
вимогою лоренц-iнварiянтности.
Нехай
pr : T rM \ {0} → Cr(1,M) (17)
означає фактор-проєкцiю з многовиду ненульових швидкостей Ересмана
на многовид елементiв торкання r -го порядку пiд дiєю групи (мiсцевих)
перетворень незалежної змiнної Glr(1,R) on T rM . Щоразу, як тiльки
функцiя Ляґранжа L : T rM 7→ R задовольняє так званi умови Церме-
ло, вона визначає деяке параметрично-iнварiянтне варiяцiйне завдання
на T rM . Усяке таке завдання успiшно переживає згадану вище факто-
ризацiю i визначає певен пучок рiвнозначних мiж собою присаджених (до
основи C0(1,M)=M )1 -форм (або ж ляґранжевих густин), означених на
волокнистому многовидi Cr(1,M) над основою M . Загальна конструкцiя
цього механiзму детально розглядалася в працi [26], застосування теорiї
пучкiв обґрунтована Дедекером в працi [27]. Тут обмежимося випадком
варiяцiйного завдання порядку 2 ( r = 2 ) i, бiльш того, працюватимемо
в мiсцевих координатах щоб якомога ближче пiдiйти до конкретної фiзи-
чної моделi. Нагадаємо позначення координат у вище згаданих многови-
дах: xα , uα , u˙α , u¨α ,
...
uα для T 4M та x0 , xi , vi , v′i , v′′i , v′′′i для
C4(1,M) . Як тiльки у наших фiзичних застосуваннях многовид M пе-
ретворюється в простiр-час спецiяльної теорiї вiдносности з дiягональною
метрикою (1,−1,−1,−1) , ми впроваджуємо векторнi позначки за взiрцем
u = (u0,u) , u · u = u20 + u
2 , u2 = u · u = uαuα .
Нехай L(x, u, u˙) є функцiєю Ляґранжа, означеною на многовидi T 2M ,
яка задовiльняє умови Цермело:
uα
∂L
∂u˙α
≡ 0
uα
∂L
∂uα
+ 2 u˙α
∂L
∂u˙α
− L ≡ 0 .
(18)
Як ведеться, застосуємо перетворення Лежандра
Le : (x, u, u˙, u¨) 7→ (x, u, ℘, ℘(1))
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℘(1) =
∂L
∂u˙
℘ =
∂L
∂u
−Dτ℘
(1) ,
(19)
де
Dτ = u
∂
∂x
+ u˙
∂
∂u
+ u¨
∂
∂u˙
(20)
означатиме оператор повної похiдної. Зауважимо також, що в подаль-
ших застосуваннях вiдсутньою буде будь-яка залежнiсть вiд просторово-
часової змiнної x , оскiльки нас зобов’язуватиме лже-евклiдiвська симе-
трiя.
Можна бачити, що умови Цермело, коли виконуються, є рiвнозначнi до
таких:
uα℘(1)α ≡ 0 (21.a)
uα℘α + u˙
α℘(1)α ≡ L . (21.b)
У згодi з Рундом [17], припустимо, що iснує деяка C2 функцiя H вiд
чотирьох змiнних (x, u, ℘, ℘(1)) , яка не є тривiяльно постiйною уздовж
кожної з двох останнiх змiнних i яка, разом з цим, є постiйною уздовж
перетворення Лежандра, i ми вибираємо це постiйне значення рiвним 1
без якоїсь суттєвої втрати загальности:
H ◦ Le ≡ 1 . (22)
Як показано у працi [17] (гляди також [25]), за умови
rank
∥∥∥∥ ∂2L∂u˙α∂u˙β
∥∥∥∥ = dimM − 1 , (23)
мають iснувати невизначенi множники λ та µ , взагалi кажучи, залежнi
од x, u, u˙, u¨ , такi, що наступна канонiчна система диференцiйних рiвнянь
першого порядку щодо змiнних x, u, ℘, ℘(1) задовольняється уздовж ко-
жної з екстремалей варiяцiйного завдання з функцiєю Ляґранжа L :
dx
dτ
= λ
∂H
∂℘
(24.i)
du
dτ
= λ
∂H
∂℘(1)
+ µu (24.ii)
d℘
dτ
= −λ
∂H
∂x
(24.iii)
d℘(1)
dτ
= −λ
∂H
∂u
− µ℘(1) . (24.iv)
Тепер розвиток довiльної функцiї f вiд змiнних фазового простору x ,
u , ℘ , ℘(1) задається дужкою Пуасона
{
f,H
} def
=
∂f
∂xα
∂H
∂℘α
+
∂f
∂uα
∂H
∂℘
(1)
α
−
∂f
∂℘α
∂H
∂xα
−
∂f
∂℘
(1)
α
∂H
∂uα
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ось яким чином [25]
df
dτ
= λ
{
f,H
}
+ µ
[
uα
∂f
∂uα
− ℘(1)α
∂f
∂℘
(1)
α
]
. (25)
3.2. Отримання функцiї H .
Обсяг множини можливих функцiй H , якi задовольняли б (22) є нема-
лим. Але, оскiльки кожне параметрично-iнварiянтне варiяцiйне завдання,
поставлене на просторi T rM , породжує вiдповiдне йому формулювання
на просторi Cr(1,M) , i навпаки, можна з успiхом пробувати в цiй ролi
вiдтягнене до простору T rM гамiльтонiвське формулювання, перед тим
збудоване на просторi Cr(1,M) .
Поставимо варiяцiйне завдання на просторi R × T rM у виглядi при-
садженої (щодо R ) диференцiйної 1 -form L dτ , де L означена лише на
T rM i задовiльняє умови Цермело. Нехай теж Ldx0 буде тим представни-
ком вiдповiдного пучка рiвнозначних присаджених (щодо M ) диференцiй-
них 1 -форм на волокнистому многовидi Cr(1,M) , який, у запроваджених
вище координатах, задається спiввiдношеннями
L dτ − (L◦pr) dx0 = − (L ◦ pr)ϑ ,
де
ϑ = dx0 − u0dτ (26)
є однiєю з форм торкання на многовидi J1(R,M) ≈ R× TM . Звiдсiля
L = u0 L ◦ pr. (27)
Канонiчнi кiлькостi руху запроваджуються, як звичайно:


p
(1) =
∂L
∂v′
p =
∂L
∂v
−Dtp
(1) ,
(28)
де
Dt = v
i ∂
∂xi
+ v′i
∂
∂vi
+ v′′i
∂
∂v′i
(29)
означає оператор повної похiдної щодо змiнної x0 .
Спiввiдношення помiж операторами (20) та (29) повної похiдної на вiд-
повiдних просторах струменiв, J2(R,M) та (мiстечково) J2(R,R dimM−1)
видається очевидним, як насправдi воно i є: якщо f є мiсцевою функцiєю
на просторi C2(1,M) , тодi
Dτ (f ◦ pr) = u
0 Dtf ◦ pr . (30)
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Можна також отримати (30) безпосереднiм упохiдненням проєкцiї (17),
яка, у третьому порядку, так виглядає в наших координатах:

v ◦ pr =
u
u0
v
′ ◦ pr =
u˙
u20
−
u˙0
u30
u
v
′′ ◦ pr =
u¨
u30
− 3
u˙0
u40
u˙+ 3
(
u˙20
u50
−
u¨0
u40
)
u .
(31)
Маючи у своєму розпорядженнi спiввiдношення (30), можемо також
встановити i спiввiдношення помiж парою кiлькостей руху ℘ = (℘0,℘) та
℘(1) = (℘
(1)
0 ,℘
(1)) в (19), пiдрахованими для функцiї Ляґранжа L , даної
взором (27), з одного боку, i парою вiдтягнутих взад кiлькостей руху (28)
з иньшого боку:
℘
(1)
0 = u0
∂(L◦pr)
∂u˙0
= −
1
u20
u
(
∂L
∂v′
◦pr
)
= −
1
u20
u (p(1)◦pr) (32.a)
℘
(1) = u0
∂(L◦pr)
∂u˙
=
1
u0
(
∂L
∂v′
◦pr
)
=
1
u0
(p(1)◦pr) (32.b)
℘0 = L◦pr + u0
∂(L◦pr)
∂u0
−Dτ℘
(1)
0 правом (31), (30) та (32.a)
= L◦pr − u0
[
1
u20
u
(
∂L
∂v
◦pr
)
+
2
u30
u˙
(
∂L
∂v′
◦pr
)
−
3u˙0
u40
u
(
∂L
∂v′
◦pr
)]
− 2
u˙0
u30
u(p(1)◦pr) +
1
u20
u˙(p(1)◦pr) +
1
u0
u(Dtp
(1) ◦ pr)
= L◦pr −
1
u0
u
(
∂L
∂v
◦pr
)
+
u˙0
u30
u(p(1)◦pr)−
1
u20
u˙(p(1)◦pr)
+
1
u0
u(Dtp
(1) ◦ pr)
= L◦pr − vp ◦ pr − v′p(1) ◦ pr (32.c)
℘ = u0
∂(L◦pr)
∂u
−Dτ℘
(1) правом (31), (30) та (32.b)
= u0
[
1
u0
(
∂L
∂v
◦pr
)
−
u˙0
u30
(
∂L
∂v′
◦pr
)]
+
u˙0
u20
(p(1)◦pr)−Dtp
(1) ◦ pr)
=
∂L
∂v
◦ pr −Dtp
(1) ◦ pr = p ◦ pr . (32.d)
Iз (32.c) та (32.d) випливає, що
℘u = u0 L◦pr − u0 v
′
p
(1) ◦ pr , (33.a)
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тодi, як iз (32.a) та (32.b) правом (31) випливає, що
℘(1)u˙ = u0 v
′
p
(1) ◦ pr , (33.b)
i, отже, (21.b) справджується негайно.
В наступних розважаннях придержуємось теорiї узагальнених гамiль-
тонiвських систем в такому поданнi, як вона викладена у книзi [28]. Отже
ж, в наших координатах найлiпше описувати розвиток системи ядром ди-
ференцiйної дво–форми
ω = −dH ∧ dx0 + dp ∧ dx+ dp(1) ∧ dv , (34)
де знак зовнiшнього добутку ∧ мiстить в собi ще й згортку векторних
диференцiйних форм за необхiдностi. Хотiлося б, аби й на многовидi R×
T 3M розвиток цiєї самої системи задавався диференцiйною дво–формою
подiбного вигляду,
Ω = −dH ∧ dτ + d℘ ∧ dx+ d℘(1) ∧ du , (35)
де кiлькостi руху ℘ та ℘(1) виводяться з функцiї Ляґранжа (27).
Як прийнято, кладемо H = pv+p(1)v′−L . Пiд цим припущенням легко
пiдрахувати рiжницю помiж (35) та (34), зважаючи на спiввiдношення
(32.b, 32.d) i на умови Цермело (21.a):
Ω − pr∗ω = d(pr∗H + ℘0) ∧ dx
0 − dH ∧ dτ . (36)
Хотiлося б, аби ця рiжниця виявилася пропорцiйною до форми дотику (26),
а саме,
Ω − pr∗ω = α ∧ ϑ . (37)
Найпростiшим способом узгодження у (36) з (37) є покласти
dH = u0d(pr∗H + ℘0) (38)
та
H = u0pr
∗H + Ψ . (39)
Тепер заходимось визначати оцю функцiю вiдхилення Ψ . Iз (39) маємо:
pr∗dH =
dH
u0
+ (Ψ −H)
du0
u20
−
dΨ
u0
. (40)
Вистачить пiдставити (40) у (38), аби отримати спiввiдношення
H− Ψ
u0
du0 − u0 d℘0 = − dΨ ,
звiдкiль стає зовсiм зрозумiло, що{
Ψ = u0℘0 + c
H = c ,
а також, що, правом (22), c = 1 .
Отож,
H = u0pr
∗H + u0℘0 + 1 (41)
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3.3. Тремтiння (Zitterbewegung) буцiм-класичної релятивiської
частки.
Давно тому, у 1946му роцi Фрiц Боп винайшов функцiю Ляґранжа, що
мiстила приспiшення, для опису другого наближення за параметром за-
пiзненої дiї до руху класичної частки [1]. Виглядає знаменним те, що ля-
ґранжiяну Бопа можна надати простої та зрозумiлої форми в поняттях
першої кривини Френе свiтової нитi частки (11) ось яким чином:
L
def
= aLr +ALe =
a
2
‖u‖k2 +
A
2
‖u‖ , (42)
де ми приймемо, що a 6= 0 , аби узгодитися з (23). Оця функцiя Ляґранжа
задовiльняє умови Цермело (18). Перший доданок у (42), Lr , виявляється
того типу, що розглядався Рундом у [17] (теж гляди [25]). Другий доданок,
Le , є функцiєю Ляґранжа вiльної частки. Згiдно з (27), вiдповiдна мiсцева
ляґранжева густина, означена в деякому околi на многовидi C2(1,M) ,
може бути виражена в координатах x0 , v та v′ :
Ldx0
def
= aLrdx
0 +ALedx
0
=
a
2
√
(1 + v2)
(
v
′2
(1 + v2)2
−
(v · v′)2
(1 + v2)3
)
dx0 +
A
2
√
(1 + v2)dx0 . (43)
Кiлькостi руху (28) для цього ляґранжiяну є такими:
p
(1)
r =
v
′
(1 + v2)3/2
−
v · v
′
(1 + v2)5/2
v
pr = −
v
′′
(1 + v2)3/2
+ 3
v · v
′
(1 + v2)5/2
v
′
+
v · v
′′
(1 + v2)5/2
v −
1
2
v
′2
(1 + v2)5/2
v −
5
2
(v · v′)2
(1 + v2)7/2
v .
Запроваджуємо стандартну функцiю Гамiльтона
H = pv + p(1)v′ − L
def
= aHr +AHe = aprv + ap
(1)
r v
′ − aLr +Apev −ALe , (44)
тому, що p(1)e = 0 . Потрiбно вилучити змiнну v′ iз (44). Пiдраховуємо:

p
(1)
r v
′ = 2Lr
p
(1)
r
2 + (p
(1)
r v)2 = 2
Lr
(1 + v2)3/2
,
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i от остаточно маємо функцiю Гамiльтона
H = pv +
1
2a
(
1 + v2
)3/2 (
p
(1)2 + (p(1)v)2
)
−
A
2
√
1 + v2 . (45)
У працi [1], на сторiнцi 199, Фрiц Боп стверджував:
”
На класичний рух
накладається деяке тремтiння, яке описується новими змiнними v та p(1) .
Воно провадить до ефектiв спiнового типу . . . “ 2
Гамiльтонiвську функцiю на просторi T 3M можна отримати з (41):
H = ℘u+
1
2a
‖u‖3℘(1)2 −
A
2
‖u‖ + 1 . (46)
Зауважимо, що цей сам вираз можна було б отримати безпосередньо з
припущення
H = ℘u+ ℘(1)u˙− L+ 1 , (47)
вважаючи, що L узято з (42).
З огляду на (23), несила повнiстю розв’язати перетворення Лежан-
дра (19). Зате ось як можна вилучити змiнну u˙ з (47): спочатку пiдрахуємо
кiлькостi руху для (42)
℘(1) =
a
‖u‖5
[
u2u˙− (u · u˙)u
]
℘ =
Au
2‖u‖
− a
[
u¨
‖u‖3
− 3
u · u˙
‖u‖5
u˙−
u · u¨
‖u‖5
u+
u˙2
2‖u‖5
u+
5
2
(uu˙)2
‖u‖7
u
]
.
Наступним кроком, виразимо всi величини у (47), куди входить u˙ , у змiн-
них ℘(1) та u : 

℘(1)u˙ =
‖u‖3
a
℘(1)2
Lr =
‖u‖3
2a2
℘(1)2 ,
(48)
i, врештi, пiдставимо до (47), щоб остаточно отримати функцiю Гамiльто-
на (46).
Зауваження. Наш пiдхiд до побудови функцiї Гамiльтона рiжниться
вiд пiдходу Ґрасера. Вiн швидше пов’язаний з розглядом функцiй Ляґран-
жа, квадратичних за швидкостями, в теорiї просторiв Фiнслера.
Тепер не важко отримати рiвняння Ойлера–Пуасона четвертого поряд-
ку для варiяцiйного завдання з функцiєю Ляґранжа (42), вiдштовхуючись
2
”
Der klassischen Bewegung u¨berlagert sich eine Zitterbewegung, die durch die neuen
Variabeln v und p(1) beschrieben wird. Sie fu¨hrt zu spinartigen Effekten. . .“
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вiд гамiльтонiвської системи (24) та виразу (46). Для (24) маємо:

dx
dτ
= λu
du
dτ
= λ
‖u‖3
a
℘(1) + µu
d℘
dτ
= 0
d℘(1)
dτ
= λ
A
2
u
‖u‖
− λ℘− λ
3‖u‖
2a
℘(1)2u− µ℘(1) .
З другого рiвняння отримуємо значення множника µ шляхом згортки
з вектором u i з наступним використанням умов Цермело (18). Маємо
µ = u·u˙
‖u‖2
.
Тiльки на цiй стадiї маємо право накласти певнi в’язi на пiдбiр мiрки
уздовж свiтової нитi. Вибираємо натуральну мiрку s , так, що us · us = 1 .
Отримаємо
du
ds
=
℘(1)
a
(49.a)
d℘(1)
ds
=
A
2
us − ℘−
3
2a
℘(1)2us , (49.b)
i тепер видно, що λ = 1 i µ = 0 , так, що рiвняння розвитку (25) вiдновлює
свiй звичайний вигляд.
Далi упохiднюємо рiвняння (49.a) i пiдставляємо туди рiвняння (49.b),
щоб отримати
u¨s =
A
2a
us −
℘
a
−
3
2a2
℘(1)2us , (50)
℘u˙s
a
= − u¨s · u˙s , (51)
а з иньшого боку, згортка (49.a з (49.b) дає
℘(1) · ˙℘(1) = − a℘u˙s . (52)
Ще одне упохiднення рiвняння (50) дає
...
us =
A
2a
u˙s −
3
a2
(℘(1) · ˙℘(1))us −
3
2a2
℘(1)2u˙s , (53)
куди ми i пiдставляємо (52), (49.a), i, послiдовно, (51), аби врештi добути
остаточне рiвняння руху четвертого порядку
...
us +
(
3
2
u˙s
2 −
A
2a
)
u˙s + 3 (u˙s · u¨s)us = 0 . (54)
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Правом (14) на зв’язаному пiдмноговидi постiйної величини релятивiсько-
го приспiшення k = k0 рiвняння (54) зводиться до рiвняння гвинтової
свiтової нитi руху частки з буцiм-класичним спiном (16), якщо покла-
сти
ω2 =
3
2
k20 −
A
2a
.
4. ОБГОВОРЕННЯ.
1. Рiвняння 16 було вiдоме ще Рiвовi [16], та його виведення безпосере-
дньо з (1), або ж з рiвнянь Матiсона–Папапетру [20], як видається,
не було очевидним.
2. Правом формули kk2k3 = ‖usu˙su¨s
...
us‖ , яка виказує спiввiдношення
помiж послiдовними кривинами Френе у натуральному в´iдмiрi, не-
гайно бачимо, що усi екстремалi варiяцiйного завдання (42) мають
нульову третю кривину, що, з огляду на означення свiтової нитi, озна-
чає, що в просторi частка перемiщається у (двовимiрнiй) площинi.
Варто порiвняти цей результат з подiбним результатом роботи [29].
3. Як давно доведено [30], кожна з кривин Френе, взята у ролi фун-
кцiї Ляґранжа, дає екстремалi, вздовж яких ця сама кривина є по-
стiйною. Цей факт також спостережений Ародзем стосовно тiльки
першої кривини [9]. Однак проблема варiяцiйного опису стежок, усi
кривини яких одночасно зберiгаються, залишається вiдкритою.
4. З фiзичного погляду, цiкавим є той факт, що рiвняння (1) у їх дифе-
ренцiйних продовженнях покривають, як рiвняння Матiсона–Папа-
петру частки зi спiном, так i рiвняння Лоренца–Дiрака самовипромi-
нюючої частки у згодi з передбаченнями Барута [31, 32].
5. Слiдкуючи iдеями Скоробогатька [6], я свого часу отримав (гля-
ди [33, с. 18], [34, с. 88]) деякi неточковi (iнтеґральнi) перетворення
простору–часу, якi залишають незмiнним точний вираз iнтеґрала дiї∫
Lǫ =
∫ √
ǫ2ds2 − dα2 , (55)
де dα вимiрює поворот дотичної до свiтової нитi у вiдповiдностi з
приростом натуральної мiрки (власного часу) ds вздовж неї, так що
кривина виражається формулою k = dαds . Робилися спроби нада-
ти цим нелокальним, лiнiйним за α i s , перетворенням фiзично-
го значення перетворення координат при переходi помiж системами
вiдлiку, якi взаємно рiвноприспiшуються. Трактуючи змiннi α i s
чисто формально, як незалежнi величини, можна показати, що ва-
рiяцiї функцiї дiї (55) приведуть до екстремалей постiйної кривини
(тобто, свiтових нитей рiвноприспiшених часток). З иньшого боку,
бiльш детальне вивчення природи функцiї Ляґранжа
Lǫ =
√
ǫ2 − k2 (56)
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негайно провадить до концепцiї максимального приспiшення [34,35].
Окремi автори надають рiзних значень цiй фiзичнiй константi. Зокре-
ма, вкажемо на такi два значення, що не вiдрiзняються порядком:
ǫ = c7/2G−1/2~1/2 = 6 · 1053 cm/sec2 (Комарницький [36]) та ǫ =
5 · 1053 cm/sec2 (Скарпета [35]).
6. Виникають двi перепони для повного узгодження викладених в пун-
ктi 5 мiркувань:
- по-перше, функцiя Ляґранжа 56, потрактована, як ляґранжiян,
що насправдi мiстить вищi похiднi (приспiшення), вже у двови-
мiрному випадку дає такi варiяцiйнi рiвняння Ойлера–Пуасона,
серед розв’язкiв яких лиш про´стi лiнiї мають постiйну кривину;
- по-друге, варiяцiйне завдання (55) не є параметрично-iнварiя-
нтним, оскiльки функцiя Ляґранжа ‖u‖Lǫ з кривиною k , яка
задається виразом (11), не задовiльняє умови Цермело (18).
Ляґранжiян (42) вiльний од цих недолiкiв.
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RELATIVISTIC TOP IN THE OSTROHRADS’KYJ DYNAMICS
Roman MATSYUK
Institute for Applied Problems in Mechanics and Mathematics
3 b Naukova St., L’viv, Ukraine
A variational equation of the fourth order for the free relativistic top is
developed starting from the Dixon’s system of equations for the motion of the
relativistic dipole. The obtained equation is then cast into the homogeneous
space–time Hamiltonian form.
